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Àííîòàöèÿ
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè Γ  ñâÿçíûé ðåáåðíî ðåãóëÿðíûé ãðà ñ b1 = 1 , òî Γ 
ìíîãîóãîëüíèê èëè ïîëíûé ìíîãîäîëüíûé ãðà Kn×2 . Â ðàáîòàõ À.À. Ìàõíåâà è åãî
ó÷åíèêîâ áûëè èçó÷åíû âïîëíå ðåãóëÿðíûå ãðàû ñ 2 ≤ b1 ≤ 5 . Â ðàííåé ñòàòüå àâòîðîâ
èçó÷åíèå âïîëíå ðåãóëÿðíûõ ãðàîâ ñ b1 = 6 áûëî ðåäóöèðîâàíî ê èññëåäîâàíèþ ãðàîâ
ñ k ∈ {10, 11, 12} . Àâòîðû è Ì.Ñ. Íèðîâà ðàññìîòðåëè ñëó÷àé b1 = 6 , k = 10 . Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå èçó÷åíû âïîëíå ðåãóëÿðíûå ãðàû ñ b1 = 6 è k = 11 .
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðà, âïîëíå ðåãóëÿðíûé ãðà.
Ââåäåíèå
Ìû ðàññìàòðèâàåì íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Åñëè
a, b  âåðøèíû ãðàà Γ , òî ÷åðåç d(a, b) îáîçíà÷àåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó a è b ,
à ÷åðåç Γi(a)  ïîäãðà ãðàà Γ , èíäóöèðîâàííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí, êîòîðûå
íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè i â Γ îò âåðøèíû a . Ïîäãðà Γ(a) = Γ1(a) íàçûâàåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ âåðøèíû a è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [a] . ×åðåç a⊥ îáîçíà÷àåòñÿ ïîä-
ãðà, ÿâëÿþùèéñÿ øàðîì ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì a . Ïîä ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
ãðàà ïîíèìàþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ åãî ìàòðèöû ñìåæíîñòè. Â äàëüíåéøåì
ñëîâî ¾ïîäãðà¿ áóäåò îçíà÷àòü èíäóöèðîâàííûé ïîäãðà.
ðà Γ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ãðàîì ñòåïåíè k , åñëè [a] ñîäåðæèò òî÷íî
k âåðøèí äëÿ ëþáîé âåðøèíû a èç Γ . ðà Γ íàçûâàåòñÿ ðåáåðíî ðåãóëÿðíûì
ãðàîì ñ ïàðàìåòðàìè (v, k, λ) , åñëè Γ ñîäåðæèò v âåðøèí, ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì
ñòåïåíè k è êàæäîå ðåáðî ãðàà Γ ëåæèò òî÷íî â λ òðåóãîëüíèêàõ. ðà Γ íà-
çûâàåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì ãðàîì ñ ïàðàìåòðàìè (v, k, λ, µ) , åñëè Γ ðåáåðíî
ðåãóëÿðåí ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàìåòðàìè è ïîäãðà [a] ∩ [b] ñîäåðæèò µ âåð-
øèí â ñëó÷àå d(a, b) = 2 . Âïîëíå ðåãóëÿðíûé ãðà äèàìåòðà 2 íàçûâàåòñÿ ñèëüíî
ðåãóëÿðíûì ãðàîì.
×åðåç Km1,...,mn îáîçíà÷èì ïîëíûé n-äîëüíûé ãðà ñ äîëÿìè ïîðÿäêîâ
m1, . . . ,mn . Åñëè m1 = · · · = mn = m , òî ñîîòâåòñòâóþùèé ãðà îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç Kn×m . ðà K1,m íàçûâàåòñÿ m-ëàïîé. Òðåóãîëüíûì ãðàîì T (m) íàçû-
âàåòñÿ ãðà ñ ìíîæåñòâîì íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð èç X â êà÷åñòâå âåðøèí, |X | = m
è ïàðû {a, b}, {c, d} ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò åäèíñòâåííûé
îáùèé ýëåìåíò. ðà íà ìíîæåñòâå âåðøèí X × Y íàçûâàåòñÿ m × n ðåøåòêîé,
åñëè |X | = m, |Y | = n è âåðøèíû (x1, y1), (x2, y2) ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà x1 = x2 èëè y1 = y2 .
Ïîëíûé (âïîëíå íåñâÿçíûé) ïîäãðà äàííîãî ãðàà íàçûâàåòñÿ êëèêîé (êîêëè-
êîé).
Åñëè âåðøèíû u,w íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè i â ðåãóëÿðíîì ãðàå Γ , òî ÷åðåç
bi(u,w) (÷åðåç ci(u,w)) îáîçíà÷èì ÷èñëî âåðøèí â ïåðåñå÷åíèè Γi+1(u) (ïåðåñå-
÷åíèè Γi−1(u)) ñ [w] . Ïîëîæèì ai(u,w) = k − bi(u,w) − ci(u,w) . Çàìåòèì, ÷òî â
ðåáåðíî ðåãóëÿðíîì ãðàå ñ ïàðàìåòðàìè (v, k, λ) çíà÷åíèå b1 = b1(u,w) íå çà-
âèñèò îò âûáîðà ðåáðà {u,w} è ðàâíî k − λ − 1 . ðà Γ äèàìåòðà d íàçûâàåòñÿ
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äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûì ãðàîì ñ ìàññèâîì ïåðåñå÷åíèé {b0, . . . , bd−1; c1, . . . , cd} ,
åñëè äëÿ ëþáîãî i ∈ {0, . . . , d} è ëþáûõ âåðøèí u, w, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè
i â Γ, èìååì bi(u,w) = bi è ci(u,w) = ci .
Â ñëåäñòâèè 1.1.6 èç [1℄ äîêàçàíî, ÷òî åñëè Γ  ñâÿçíûé ðåáåðíî ðåãóëÿðíûé
ãðà ñ b1 = 1 , òî Γ  ìíîãîóãîëüíèê èëè ïîëíûé ìíîãîäîëüíûé ãðà Kn×2 .
Â ðàáîòàõ À.À. Ìàõíåâà è åãî ó÷åíèêîâ [24℄ áûëè èçó÷åíû âïîëíå ðåãóëÿðíûå
ãðàû ñ 2 ≤ b1 ≤ 5 . Â ñòàòüå [5℄ èçó÷åíèå âïîëíå ðåãóëÿðíûõ ãðàîâ ñ b1 = 6
áûëî ðåäóöèðîâàíî ê èññëåäîâàíèþ ãðàîâ ñ k ∈ {10, 11, 12} . Â [6℄ ðàññìîòðåí
ñëó÷àé b1 = 6 , k = 10 . Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûå ãðàû
ñ b1 = 6 è k = 11 .
Òåîðåìà 1. Ïóñòü Γ  ñâÿçíûé âïîëíå ðåãóëÿðíûé ãðà ñ ïàðàìåòðàìè
(v, 11, 4, µ) . Òîãäà µ = 3 , äèàìåòð Γ ðàâåí 3 , v = 36 è Γ3(u) ÿâëÿåòñÿ 2-êëèêîé
äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû u .
1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû.
Ëåììà 1. Ïóñòü Γ  ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ãðà ñ ïàðàìåòðàìè (v, k, λ, µ) . Òîãäà
ëèáî k = 2µ, λ = µ − 1 (òàê íàçûâàåìûé ïîëîâèííûé ñëó÷àé), ëèáî íåãëàâíûå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ n−m, −m ãðàà Γ  öåëûå ÷èñëà, ãäå n2 = (λ−µ)2+4(k−µ) ,




Äàëåå, åñëè m  öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå 1 , òî m− 1 äåëèò k − λ− 1 è
µ = λ+ 2 + (m− 1)−
k − λ− 1
m− 1
, n = m− 1 +
k − λ− 1
m− 1
.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ëåììà 3.1 èç [7℄.
Ëåììà 2. Ïóñòü Γ  äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûé ãðà, ÿâëÿþùèéñÿ àíòè-
ïîäàëüíûì r -íàêðûòèåì n-êëèêè. Òîãäà n − 2 − λ = (r − 1)µ è Γ èìååò íî-
âûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ θ è τ , ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ
x2 − (λ− µ)x− (n− 1) , è êðàòíîñòü θ ðàâíà
mθ =
n(n− 1)(r − 1)
n− 1 + θ2
.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [1, ñëåäñòâèå 4.2.6℄.
Ëåììà 3. Ïóñòü Γ  âïîëíå ðåãóëÿðíûé ãðà ñ b1 = 6 è k = 11 . Òîãäà µ = 3
è äèàìåòð Γ áîëüøå 2 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Γ  ñâÿçíûé âïîëíå ðåãóëÿðíûé ãðà ñ ïàðàìåòðàìè
(v, 11, 4, µ) . Òîãäà µ ∈ {1, 2, 3, 6} . Â ñëó÷àå µ = 1 îêðåñòíîñòü ëþáîé âåðøèíû
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì èçîëèðîâàííûõ êëèê, ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî λ + 1 = 5
íå äåëèò k = 11 .
Ïóñòü µ = 6 . Òîãäà k2 = 11 . Åñëè äèàìåòð Γ ðàâåí äâóì, òî v = 23 , ïðîòèâîðå-
÷èå ñ òåì, ÷òî vk íå÷åòíî. Åñëè äèàìåòð Γ áîëüøå äâóõ, òî ïî òåîðåìå Íîéìàéåðà
Γ  ãðà Òåéëîðà. Íî òîãäà îêðåñòíîñòü ëþáîé âåðøèíû â Γ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ðå-
ãóëÿðíûì ãðàîì ñ ïàðàìåòðàìè (11, 4, λ′, 2) è λ′ = 0 , ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî
ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ãðà ñ ïàðàìåòðàìè (11, 4, 0, 2) íå ñóùåñòâóåò.
Î ÂÏÎËÍÅ ÅÓËßÍÛÕ ÀÔÀÕ Ñ k = 11, λ = 4 85
Äîïóñòèì, ÷òî äèàìåòð Γ ðàâåí 2 . Òîãäà Γ  ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ãðà ñ ïàðà-
ìåòðàìè (34, 11, 4, 3) èëè (45, 11, 4, 2) . Íî â ïåðâîì ñëó÷àå vkλ íå äåëèòñÿ íà 3 ,
à âî âòîðîì ñëó÷àå vk íå÷åòíî, ïðîòèâîðå÷èå.
Ïóñòü µ = 2 . Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî Γ  ãðà Òåðâèëëèãåðà. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå Γ ñîäåðæèò 4-öèêë u,w, x, y . Ïîëîæèì Xi = Xi({u,w, x, y}) , xi = |Xi| . Òîãäà
X2 ñîäåðæèò ïî 4 âåðøèíû, ñìåæíûõ ñ êîíöàìè ðåáåð èç {u,w, x, y} , x2 = 16 .
Äàëåå, X1 ñîäåðæèò ïî 1 âåðøèíå, ñìåæíîé ñ âåðøèíîé èç {u,w, x, y} . Òåïåðü äëÿ
z ∈ X1 ∩ [u] ïîäãðà [u] ∩ [z] ñîäåðæèò íå ìåíåå 2 âåðøèí èç [w] èëè èç [y] , ýòî
ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî |[w] ∩ [z]| ≥ 3 èëè |[y] ∩ [z]| ≥ 3 .
Çàèêñèðóåì âåðøèíó u èç Γ è ïóñòü ∆  ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ãðàà [u] .
Òîãäà ∆  ðåãóëÿðíûé ãðà ñòåïåíè 4 äèàìåòðà 2 ñ µ∆ = 1 . Ïî òåîðåìå 1.17.1 èç
[1℄ ãðà ∆ ñèëüíî ðåãóëÿðåí ñ ïàðàìåòðàìè (v′, 4, λ′, 1) . Òàê êàê v′ ≤ 11 , òî λ′ = 2 ,
ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî îêðåñòíîñòü âåðøèíû â ∆  îáúåäèíåíèå èçîëèðîâàííûõ
3-êëèê.
2. Ñëó÷àé µ = 3 , ðåäóêöèÿ ê ñëó÷àþ k3 = 8
Â ýòîì ïàðàãðàå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Γ  âïîëíå ðåãóëÿðíûé ãðà ñ ïàðà-
ìåòðàìè (v, 11, 4, 3) . Ïî ëåììå 3 äèàìåòð Γ áîëüøå 2 . Çàèêñèðóåì îáîçíà÷åíèÿ:
u,w, x, y  ãåîäåçè÷åñêèé 3-ïóòü â Γ , Φ = [u]∩Γ2(y) , Ψ = [y]∩Γ2(u) è ki = |Γi(u)| .
Òîãäà k2 = 22 .
Ëåììà 4. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
(1) äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí a, e ñ d(a, e) = 2 ïîäãðà [a] ∩ [e] íå ÿâëÿåò-
ñÿ êîêëèêîé, è åñëè [a] ∩ [e]  îáúåäèíåíèå èçîëèðîâàííîé âåðøèíû è ðåáðà, òî
b2(a, e) + b2(e, a) = 0 ;
(2) åñëè d(a, e) = 2 è [a]∩[e] ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì 2-ïóòåì, òî b2(a, e) ≤ 2 ;
(3) åñëè x, x′ ∈ Γ2(u) è ïîäãðàû [u] ∩ [x] , [u] ∩ [x
′] ÿâëÿþòñÿ êëèêàìè, òî
ëèáî |[u] ∩ [x] ∩ [x′]| ≤ 1 , ëèáî [u] ∩ [x] = [u] ∩ [x′] ;
(4) âåðíû íåðàâåíñòâà c3(u, y) ≥ 5 è b2(u, x) ≤ 4 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d(a, e) = 2 . Òîãäà |([a]− [e]) ∪ ([e]− [a])| = 16 .
Åñëè [a] ∩ [e] ÿâëÿåòñÿ êîêëèêîé, òî ÷èñëî ðåáåð ìåæäó [a] ∩ [e] è ([a] − [e])∪
∪([e]−[a]) ðàâíî 24. Åñëè íåêîòîðàÿ âåðøèíà èç ([a]−[e])∪([e]−[a]) ñìåæíà ñ òðåìÿ
âåðøèíàìè èç [a] ∩ [e] , òî êàæäàÿ èç îñòàâøèõñÿ âåðøèí â ([a] − [e]) ∪ ([e] − [a])
ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ îäíîé âåðøèíîé èç [a] ∩ [e] è ÷èñëî ðåáåð ìåæäó [a] ∩ [e]
è ([a] − [e]) ∪ ([e]− [a]) íå áîëüøå 18. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ([a] − [e]) ∪ ([e] − [a])
ñîäåðæèò òðè âåðøèíû, ñìåæíûå ñ ïàðàìè âåðøèí èç [a]∩[e] , è ÷èñëî ðåáåð ìåæäó
[a] ∩ [e] è ([a]− [e]) ∪ ([e]− [a]) íå áîëüøå 19. Ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè [a]∩ [e] ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì èçîëèðîâàííîé âåðøèíû è ðåáðà, òî ÷èñëî
ðåáåð ìåæäó [a] ∩ [e] è ([a]− [e]) ∪ ([e]− [a]) ðàâíî 20. Åñëè íåêîòîðàÿ âåðøèíà èç
([a]− [e])∪([e]− [a]) ñìåæíà ñ òðåìÿ âåðøèíàìè èç [a]∩ [e] , òî ([a]− [e]) ∪ ([e]− [a])
ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé âåðøèíû, ñìåæíîé ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç [a] ∩ [e] , è
÷èñëî ðåáåð ìåæäó [a] ∩ [e] è ([a] − [e]) ∪ ([e] − [a]) íå áîëüøå 19. Ïðîòèâîðå÷èå.
Çíà÷èò, [a] − [e] è [e] − [a] ñîäåðæàò ïî äâå âåðøèíû, ñìåæíûå ñ ïàðàìè âåðøèí
èç [a] ∩ [e] è ïî 6 âåðøèí, ñìåæíûõ òî÷íî ñ îäíîé âåðøèíîé èç [a] ∩ [e] . Îòñþäà
b2(a, e) + b2(e, a) = 0 . Óòâåðæäåíèå (1) äîêàçàíî.
Ïóñòü d(a, e) = 2 è ïîäãðà [a]∩[e] ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì 2-ïóòåì w1, w2, w3 .
Òîãäà [w1]∩ [w3] = {u,w2, x} , ïîýòîìó [e]∩([w1]∪ [w3]) ñîäåðæèò 6 âåðøèí èç Γ2(a)
è b2(a, e) ≤ 2 . Óòâåðæäåíèå (2) äîêàçàíî.
Ïóñòü x, x′ ∈ Γ2(u) è ïîäãðàû [u]∩[x] , [u]∩[x
′] ÿâëÿþòñÿ êëèêàìè. Òîãäà ëèáî
|[u]∩ [x]∩ [x′]| ≤ 1 , ëèáî [u]∩ [x] = [u]∩ [x′] . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå |[u]∩ [x]∩ [x′]| = 2
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è äëÿ äâóõ âåðøèí w,w′ ∈ [u] ∩ [x] ∩ [x′] ïîäãðà [w] ∩ [w′] ñîäåðæèò u, x, x′ è ïî
âåðøèíå èç [u] ∩ [x] è èç [u] ∩ [x′] . Ïðîòèâîðå÷èå. Óòâåðæäåíèå (3) äîêàçàíî.
Ïóñòü c3(u, y) = 3 . Òîãäà êàæäàÿ âåðøèíà èç Φ ñìåæíà ñ êàæäîé âåðøèíîé èç
Ψ . Äëÿ äâóõ íåñìåæíûõ âåðøèí w,w′ èç Φ ïîäãðà [w] ∩ [w′] ñîäåðæèò u è òðè
âåðøèíû èç Ψ , ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ïîäãðà Φ ∪ Ψ ÿâëÿåòñÿ 6-êëèêîé, ïðîòè-
âîðå÷èå ñ òåì, ÷òî λ-ïîäãðà äâóõ âåðøèí èç Ψ ñîäåðæèò y è ÷åòûðå âåðøèíû
èç Φ ∪Ψ .
Ïóñòü c3(u, y) = 4 . Òîãäà Φ = {w1, . . . , w4} , Ψ = {x1, . . . , x4} è ìîæíî ñ÷èòàòü
÷òî âåðøèíà wi íå ñìåæíà ñ âåðøèíîé xi . Çàìåòèì, ÷òî ïîäãðà Φ íå ñîäåðæèò
ãåîäåçè÷åñêèõ 2-ïóòåé {wi, wj , wl} , èíà÷å |[wi] ∩ [wj ]| ≥ 4 , ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó
Φ è Ψ ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèÿìè èçîëèðîâàííûõ êëèê. Î÷åâèäíî, ÷òî Φ è Ψ íå ÿâ-
ëÿþòñÿ êëèêàìè. Åñëè Φ ñîäåðæèò òðåóãîëüíèê {wi, wj , wl} , òî ïîäãðà [w1]∩[w2]
ñîäåðæèò u,w3, x3, x4 , à ïîäãðà [w1] ∩ [w4]  u, x2, x3 . Ïîýòîìó êàæäàÿ âåðøèíà
èç [u]− Φ ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ îäíîé âåðøèíîé èç Φ . Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî
÷èñëî ðåáåð ìåæäó [u]− Φ è Φ ðàâíî 10 . Èòàê, Φ íå ñîäåðæèò òðåóãîëüíèêîâ, è
÷èñëî ðåáåð ìåæäó [u] − Φ è Φ íå ìåíüøå 12 . Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî íå áîëåå
äâóõ âåðøèí èç [u]−Φ ñìåæíû ñ ïàðàìè âåðøèí èç Φ . Òàêèì îáðàçîì, c3(u, y) ≥ 5 .
Ïóñòü b2(u, x) = 6 . Òîãäà [x] ∩ Γ2(u) = {x1, x2} , ïðè÷åì êàæäàÿ âåðøèíà èç
[x] ∩ [u] ñìåæíà ñ x1, x2 . Îòñþäà ([u]∩x
⊥)∪{x1, x2} ÿâëÿåòñÿ 6-êëèêîé, ïðîòèâî-
ðå÷èå ñ òåì, ÷òî λ-ïîäãðà äâóõ âåðøèí èç [x]∩ [u] ñîäåðæèò u è ÷åòûðå âåðøèíû
èç ([u] ∩ x⊥) ∪ {x1, x2} .
Ïóñòü b2(u, x) = 5 , [x] ∩ Γ3(u) = {y1, . . . , y5} è [x] ∩ Γ2(u) = {x1, x2, x3} . Òîãäà
÷èñëî ðåáåð ìåæäó ([w] ∩ Γ2(u)) − {x} è {y1, . . . , y5} ðàâíî 10 . Äàëåå, êàæäàÿ
âåðøèíà èç [x] ∩ [u] ñìåæíà ïî êðàéíåé ìåðå ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç {x1, x2, x3} .
Ïî óòâåðæäåíèþ (2) ïîäãðà [u] ∩ [x] = {w1, w2, w3} ÿâëÿåòñÿ 3-êëèêîé è ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíà wi íå ñìåæíà ñ xi . Åñëè {x1, x2, x3} ÿâëÿåòñÿ 3-êëèêîé, òî
ïîäãðà {w1, w2, w3, x1, x2, x3} ÿâëÿåòñÿ îêòàýäðîì, à x∩Γ3(u) ÿâëÿåòñÿ 6-êëèêîé.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî íåêîòîðàÿ âåðøèíà èç ([w]∩Γ2(u))−{x} ñìåæíà ñ äâóìÿ
âåðøèíàìè èç {y1, . . . , y5} .
Åñëè âåðøèíà x′ èç ([w] ∩ Γ2(u)) − {x} ñìåæíà ñ òðåìÿ âåðøèíàìè èç
{y1, . . . , y5} , òî x
′
ñìåæíà ñ x , ïîýòîìó x = xi äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, 2, 3} è
[x]∩[xi] ñîäåðæèò äâå âåðøèíû èç {w1, w2, w3} è òðè âåðøèíû èç {y1, . . . , y5} . Ïðî-
òèâîðå÷èå. Ïîýòîìó êàæäàÿ âåðøèíà èç ([w] ∩ Γ2(u))− {x} ñìåæíà ðîâíî ñ äâóìÿ
âåðøèíàìè èç {y1, . . . , y5} . Â ÷àñòíîñòè, {x1, x2, x3} ÿâëÿåòñÿ êîêëèêîé.
Ïîëîæèì Wi = [wi] ∩ Γ2(u) − {x, x1, x2, x3} . Òàê êàê ÷èñëî ðåáåð ìåæäó W1
è {y1, . . . , y5} ðàâíî 6, òî íåêîòîðàÿ âåðøèíà yi ñìåæíà ñ 2 âåðøèíàìè èç W1 ,
ñ 0 âåðøèí èç {x, x1, x2, x3} , ñ 4 âåðøèíàìè èç {y1, . . . , y5} è ñ 2 âåðøèíàìè â êàæ-
äîì èç ïîäãðàîâ W2 , W3 . Åñëè åùå îäíà âåðøèíà yj ñìåæíà ñ 2 âåðøèíàìè èç
W1 , òî [yi] ∩ [yj] ñîäåðæèò x , 3 âåðøèíû èç {y1, . . . , y5} è âåðøèíó èç W1 . Ïðî-
òèâîðå÷èå. Çíà÷èò, êàæäàÿ âåðøèíà èç {y1, . . . , y5} − {yi} ñìåæíà ñ åäèíñòâåííîé
âåðøèíîé â êàæäîì èç ïîäãðàîâ W1 , W2 , W3 . Ñíîâà ïðîòèâîðå÷èå. Óòâåðæäåíèå
(4) äîêàçàíî.
Ëåììà 5. Äèàìåòð Γ ðàâåí 3 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z ∈ [y] ∩ Γ4(u) . Òàê êàê [x] ∩ [z] ñîäåðæèò òðè âåð-
øèíû èç Γ3(u) , òî ââèäó ëåììû 4 ïîäãðà [u] ∩ [x] ÿâëÿåòñÿ êëèêîé. Â ñèëó ñèì-
ìåòðèè [x] ∩ [z] ÿâëÿåòñÿ êëèêîé. Òåïåðü |[x]− ([y]∪ [z])| = 5 è ÷èñëî ðåáåð ìåæäó
([u]∩ [x])∪([x]∩ [z]) è [x]−([y]∪ [z]) ðàâíî 12. Ïîýòîìó [x]−([y]∪ [z]) ñîäåðæèò âåð-
øèíó x1 , ñìåæíóþ ñ òðåìÿ âåðøèíàìè èç [u]∩[x] , è âåðøèíó x2 , ñìåæíóþ ñ òðåìÿ
âåðøèíàìè èç [x]∩ [z] . Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí w,w′ ∈ [u]∩ [x] ïîäãðà [w]∩ [w′]
ñîäåðæèò u, x, x1 è âåðøèíó èç [u]∩[x] . Äàëåå, êàæäàÿ îòëè÷íàÿ îò x1, x2 âåðøèíà
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èç [x] − ([y] ∪ [z]) ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ îäíîé âåðøèíîé â ëþáîì èç ïîäãðàîâ
[u] ∩ [x] è [x] ∩ [z] . Ïîëîæèì [u] ∩ [x] = {w1, w2, w3} . Ââèäó ëåììû 4 äëÿ âåðøèíû
y ∈ [x]∩ [z]− [x1] ïîäãðà [wi]∩ [y] ñîäåðæèò âåðøèíó èç [x] . Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,
÷òî [x] ∩ [y] ñîäåðæèò òî÷íî ïî äâå âåðøèíû èç [x] ∩ [z] è èç [x]− ([y] ∪ [z]) .
Ëåììà 6. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
(1) c3(u, y) ≥ 6 ;
(2) k3 ∈ {2, 8} ;
(3) åñëè k3 = 2 , òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû u ∈ Γ ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
âåðøèíàìè â Γ3(u) ðàâíî 1 èëè 3 , ïðè÷åì ãðà Γ íå ÿâëÿåòñÿ àíòèïîäàëüíûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c3(u, y) = 5 . Åñëè Ψ ñîäåðæèò äâå âåðøèíû x1, x2 ,
ñìåæíûå ñ îáùåé òðîéêîé âåðøèí w3, w4, w5 èç Φ , òî âåðøèíû w1, w2 èç Φ− [x1]
ñìåæíû ñ îáùåé òðîéêîé âåðøèí x3, x4, x5 èç Ψ , è ïàðû {x1, x2} , {w1, w2} ÿâ-
ëÿþòñÿ ðåáðàìè. Ââèäó ëåììû 4 ïîäãðà [wi] ∩ [y] ÿâëÿåòñÿ 3-êëèêîé èëè 2-ïó-
òåì, ïîýòîìó êàæäàÿ âåðøèíà èç {x3, x4, x5} ñìåæíà ñ åäèíñòâåííîé âåðøèíîé èç
{x1, x2} . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû x3, x4 ñìåæíû
ñ x1 . Â ñèëó ñèììåòðèè äâå âåðøèíû èç {w3, w4, w5} ñìåæíû ñ âåðøèíîé wi
èç {w1, w2} . Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî |[x1] ∩ [wi]| ≥ 4 .
Èòàê, Ψ íå ñîäåðæèò ïàð âåðøèí, ñìåæíûõ ñ îáùåé òðîéêîé âåðøèí èç Φ .
Ïóñòü âåðøèíà w5 èç Φ ñìåæíà ñ òðîéêîé âåðøèí x3, x4, x5 èç Ψ . Áåç îãðàíè÷å-
íèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî w1, w2, w3 ∈ [x1] , w2, w3, w4 ∈ [x2] , x4, x5 ∈ [w4]
è [x3] ñîäåðæèò w1 è âåðøèíó èç {w2, w3} . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì,
÷òî w3 ∈ [x3] , w1 ∈ [x4] , w2 ∈ [x5] . Òîãäà ïîäãðà [y] ∩ Γ2(u) ñîäåðæèò 5-öèêë
x1, x2, x5, x4, x3 , à ïîäãðà [u] ∩ Γ2(y) ñîäåðæèò 5-öèêë w1, w3, w2, w4, w5 .
Åñëè [xi] ∩ [xj ] ñîäåðæèò äâå âåðøèíû wl, wm , òî ïîäãðà {wl, wm} ÿâëÿåòñÿ
êëèêîé, èíà÷å [wl] ∩ [wm] ñîäåðæèò u, xi, xj , à òàêæå ïî âåðøèíå èç [u] ∩ [xi] è
[u]∩ [xj ] . Ïðîòèâîðå÷èå. Äàëåå, ââèäó ëåììû 4 ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ïîäãðàîâ
[u] ∩ [xi] , [u] ∩ [xj ] ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì 2-ïóòåì. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
[u]∩ [x1] ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì 2-ïóòåì. Òîãäà [y]∩ [x1] ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé
âåðøèíû èç [y] ∩ Γ3(u) è íå ìåíåå òðåõ âåðøèí èç {x2, . . . , x5} . Áåç îãðàíè÷å-
íèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî x1 ∈ [x4] . Òàê êàê [x1] ∩ [x5] ñîäåðæèò
âåðøèíû w2, x2, x4, y , òî âåðøèíû x1, x5 ñìåæíû. Â ñèëó ñèììåòðèè âåðøèíû
x2, x4 ñìåæíû. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî [x1] ∩ [x2] ñîäåðæèò w2, w3, x4, x5, y .
Óòâåðæäåíèå (1) äîêàçàíî.
Ïî ëåììå 4 ÷èñëî ðåáåð ìåæäó Γ2(u) è Γ3(u) íå áîëüøå 22·4 , íî íå ìåíüøå 6k3 ,
ïîýòîìó k3 ≤ 14 . Òàê êàê ÷èñëî âåðøèí v ãðàà Γ äåëèòñÿ íà 6, òî k3 ∈ {2, 8, 14} .
Åñëè k3 = 14 , òî Γ2(u) ñîäåðæèò 18-âåðøèííûé ïîäãðà X , êàæäàÿ âåðøèíà
êîòîðîãî ñìåæíà ñ ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè èç Γ3(u) . Òåïåðü ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ ñ
îñíîâàíèåì â [u] è âåðøèíîé â X ðàâíî 54, ïîýòîìó íåêîòîðîå ðåáðî {w,w′} èç [u]
ïîïàäàåò â ïåðåñå÷åíèå òðåõ âåðøèí x1, x2, x3 ∈ X . Ïî ëåììå 4 èìååì ðàâåíñòâî
[u] ∩ [x1] = [u] ∩ [x2] = [u] ∩ [x3] . Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî [w] ∩ [w
′] ñîäåðæèò
u, x1, x2, x3 è âåðøèíó èç [u] ∩ [x1] . Óòâåðæäåíèå (2) äîêàçàíî.
Ïóñòü k3 = 2 , Γ3(u) = {y, y
′} , Γ3(y) = {u, e} , Γ3(y
′) = {u, e′} . ×åðåç Xi = Xi(u)
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåðøèí èç Γ2(u) , ñìåæíûõ òî÷íî ñ i âåðøèíàìè èç Γ3(u) .
Äîïóñòèì, ÷òî d(y, y′) = 2 . Òîãäà Γ2(u) ñîäåðæèò 3 âåðøèíû èç X2 , 16 âåðøèí
èç X1 è 3 âåðøèíû z1, z2, z3 èç X0 . Äëÿ âåðøèíû zi ∈ X0 ïîäãðà [zi] ñîäåðæèò
ïî 3 âåðøèíû èç [u] , [y] , [y′] è 2 âåðøèíû èç X0 . Îòñþäà e ∈ [y
′] − [y] , e′ ∈ [y]−
− [y′] , à çíà÷èò, ïîäãðà [e] ñîäåðæèò 3 âåðøèíû èç [u] , y′ , 4 âåðøèíû èç [y′]− [y]
è 3 âåðøèíû èç X0 . Òåïåðü ïîäãðàû X0 = [e] ∩ [e
′] , X0(y) = [y
′] − ([y] ∪ ebot) è
X2(y) = [u] ∩ [e] ÿâëÿþòñÿ 3-êëèêàìè.
88 Ê.Ñ. ÅÔÈÌÎÂ, À.À. ÌÀÕÍÅÂ
Ïîëîæèì Γ3(e) = {y, w} , Γ3(e
′) = {y′, w′} . Òîãäà w,w′ ∈ [u] , X0 íå ïåðåñåêàåò
[w] , [w′] . Äàëåå, [u] ñîäåðæèò äâå 3-êëèêè X0(e) , [e] ∩ [u] = X2(y) è 5 âåðøèí èç
wbot . Äîïóñòèì, ÷òî w′ ∈ X0(e) . Òîãäà [u] ∩ (w
′)⊥ ñîäåðæèò 3 âåðøèíû èç X0(e)
è äâå âåðøèíû èç [e] . Ïîýòîìó [u]∩X0(e
′) ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ âåðøèíó èç [e]
è íå ñîäåðæèò w . Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî e, w′, u, w  ãåîäåçè÷åñêèé 3-ïóòü, íî
âåðøèíà u èçîëèðîâàíà â [w] ∩ [w′] .
Äîïóñòèì, ÷òî w′ ∈ [w] . Òîãäà [w′] íå ïåðåñåêàåò [u] ∩ [e] . Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,
÷òî [e]∩ [u] ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé âåðøèíû â êàæäîì èç ïîäãðàîâ [e′] , X0(e
′)
è ïåðåñåêàåò (w′)⊥ .
Çíà÷èò, w′ ∈ [e] è w ∈ [e′] . Â ýòîì ñëó÷àå [u]∩[w′] ñîäåðæèò äâå âåðøèíû èç [e] ,
íå ìåíåå îäíîé âåðøèíû èç wbot è íå áîëåå îäíîé âåðøèíû èç X0(e) . Ïðîòèâîðå÷èå
ñ òåì, ÷òî |X0(e) ∩X0(e
′)| ≥ 2 .
Èòàê, â ñëó÷àå k3 = 2 äëÿ ëþáîé âåðøèíû u ∈ Γ ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
âåðøèíàìè â Γ3(u) ðàâíî 1 èëè 3 . Åñëè ãðà Γ ÿâëÿåòñÿ àíòèïîäàëüíûì, òî îí
áóäåò 3-íàêðûòèåì 12-êëèêè, ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 2. Óòâåðæäåíèå (3) äîêàçàíî.
3. Ñëó÷àé µ = 3 , k3 = 8
Â ýòîì ïàðàãðàå ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî Γ  âïîëíå ðåãóëÿðíûé ãðà äèàìåòðà 3
ñ ïàðàìåòðàìè (v, 11, 4, 3) è äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû u ∈ Γ èìååì k3 = 8 , ãäå
ki = |Γi(u)| . Ôèêñèðóåì ãåîäåçè÷åñêèé 3-ïóòü u, w, x, y â Γ .
Ëåììà 7. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
(1) åñëè b2(u, x) = 4 äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû x ∈ Γ2(u) , òî ëèáî [x] ∩ Γ2(u) 
êîêëèêà è [x] ∩ Γ3(u) ÿâëÿåòñÿ 3-ïóòåì, ëèáî [x] ∩ Γ2(u) ñîäåðæèò äâå èçîëèðî-
âàííûå âåðøèíû è ðåáðî è [x] ∩ Γ3(u)  ÷åòûðåõóãîëüíèê;
(2) äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ Γ2(u) ïîäãðà [x] ∩ Γ3(u) íå ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêîì;
(3) b2(u, x) ≤ 3 äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ Γ2(u) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b2(u, x) = 4 . Ïîëîæèì [u] ∩ [x] = {w1, w2, w3} ,
[x] ∩ Γ2(u) = {e1, . . . , e4} è [x] ∩ Γ3(u) = {y1, . . . , y4} . Òîãäà {w1, w2, w3} ÿâëÿåò-
ñÿ êëèêîé. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåðíî îäíî èç
óòâåðæäåíèé:
à) e4 ñìåæíà ñ w1, w2, w3 è êàæäàÿ âåðøèíà èç {e1, . . . , e3} ñìåæíà òî÷íî ñ
îäíîé âåðøèíîé èç {w1, w2, w3} , äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ei ñìåæíà ñ wi ;
á) e4 íå ñìåæíà íè ñ îäíîé èç âåðøèí w1, w2, w3 è êàæäàÿ âåðøèíà èç
{e1, . . . , e3} ñìåæíà òî÷íî ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç {w1, w2, w3} , äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè, ei íå ñìåæíà ñ wi ;
â) e1 ñìåæíà ñ w1, w2 , e2  ñ w2, w3 , e3  ñ w1 è e4  ñ w3 .
Òàê êàê u ∈ [wi] ∩ Γ3(yj) , òî [wi] ∩ [yj ] ÿâëÿåòñÿ 2-ïóòåì èëè 3-êëèêîé. Òîãäà
[yj ] ñîäåðæèò âåðøèíó èç {e1, . . . , e4} .
Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ñëó÷àé à) è y1, . . . , y3 íå ñìåæíû ñ e4 . Òîãäà [wi] ∩ [y1]
ñîäåðæèò ei , ïîýòîìó êàæäàÿ èç âåðøèí y1, . . . , y3 ñìåæíà ñ e1, . . . , e3 . Îòñþäà
{e1, . . . , e3}  êîêëèêà è [e1] ∩ [e2] ñîäåðæèò x, y1, . . . , y3 . Ïðîòèâîðå÷èå.
Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ñëó÷àé á). Òîãäà [yj ] ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ âåðøèí èç
{e1, . . . , e3} , èíà÷å â ñëó÷àå e1, e2 /∈ [yj ] âåðøèíà x èçîëèðîâàíà â [w3] ∩ [yj] . Ïðî-
òèâîðå÷èå. Ïîýòîìó ÷èñëî ðåáåð ìåæäó {e1, . . . , e3} è {y1, . . . , y4} íå ìåíüøå 8.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî íåêîòîðàÿ âåðøèíà èç {e1, . . . , e3} ñìåæíà ñ 2 âåðøèíàìè
èç {w1, w2, w3} è ñ 3 èç {y1, . . . , y4} .
Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ñëó÷àé â). Çàìåòèì, ÷òî [yj ] ñîäåðæèò âåðøèíó èç {e1, e2} ,
èíà÷å âåðøèíà x èçîëèðîâàíà â [w2]∩ [yj ] . Ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè yj íå ñìåæíà ñ e1 ,
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òî îíà ñìåæíà ñ e3 , èíà÷å âåðøèíà x èçîëèðîâàíà â [w1]∩ [yj ] . Â ñèëó ñèììåòðèè
åñëè yj íå ñìåæíà ñ e2 , òî îíà ñìåæíà ñ e4 . Ïîýòîìó ÷èñëî ðåáåð ìåæäó {e1, . . . , e3}
è {y1, . . . , y4} íå ìåíüøå 8 è êàæäàÿ èç âåðøèí {e1, e2} ñìåæíà òî÷íî ñ äâóìÿ
âåðøèíàìè èç {y1, . . . , y4} è èçîëèðîâàíà â {e1, . . . , e4} . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî y1, y2 ∈ [e1] − [e2] , y3, y4 ∈ [e2] − [e1] . Êàê ïîêàçàíî âûøå,
y1, y2 ∈ [e4] , y3, y4 ∈ [e3] . Òåïåðü ëèáî âåðøèíû e3, e4 ñìåæíû è {y1, . . . , y4} 
÷åòûðåõóãîëüíèê, ëèáî âåðøèíû e3, e4 íå ñìåæíû è, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, y1 ∈ [e3],
y3 ∈ [e4] è y1, y2, y4, y3 ÿâëÿåòñÿ 3-ïóòåì. Óòâåðæäåíèå (1) äîêàçàíî.
Ïóñòü x ∈ Γ2(u) è ïîäãðà [x] ∩ Γ3(u) ÿâëÿåòñÿ 4-öèêëîì z1, . . . , z4 . Òîãäà
[z1] ∩ [z3] = {x, z2, z4} è [z2] ∩ [z4] = {x, z1, z3} . Ïîýòîìó ëþáàÿ âåðøèíà èç
Γ3(u)− [x] ñìåæíà ñ åäèíñòâåííîé âåðøèíîé èç {z1, z3} è ñ åäèíñòâåííîé âåðøè-
íîé èç {z2, z4} . Ïîëîæèì [x]∩Γ2(u) = {y1, . . . , y4} è [x]∩ [u] = {w1, w2, w3} . Òîãäà
ëþáàÿ âåðøèíà èç Γ3(u) − [x] ñìåæíà ñ åäèíñòâåííîé âåðøèíîé èç {y1, . . . , y4} ,
âåðøèíà zi ñìåæíà òî÷íî ñ 2 âåðøèíàìè èç {y1, . . . , y4} è âåðøèíà èç 3-êëèêè
{w1, w2, w3} ñìåæíà òî÷íî ñ 2 âåðøèíàìè èç {y1, . . . , y4} . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåðøèíû y1, y2 ñìåæíû ñ ïàðàìè âåðøèí èç
{w1, w2, w3} è êàæäàÿ èç âåðøèí y3, y4 ñìåæíà ñ åäèíñòâåííîé âåðøèíîé èç
{w1, w2, w3} . Â âèäó óòâåðæäåíèÿ (3) ëåììû 4 ïîäãðà [u]∩[y1] íå ÿâëÿåòñÿ êëèêîé,
ïîýòîìó âåðøèíà y1 íå ñìåæíà ñ âåðøèíàìè èç Γ3(u)− [x] . Çíà÷èò, âåðøèíû y3, y4
ñìåæíû è êàæäàÿ èç íèõ ñìåæíà ñ 4 âåðøèíàìè èç Γ3(u) . Ïî óòâåðæäåíèþ (1) ïîä-
ãðà [y3] ∩ Γ3(u) ÿâëÿåòñÿ 4-öèêëîì. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî z1, z2 ∈
∈ [y3] . Àíàëîãè÷íî, [y4] ∩ Γ3(u) ÿâëÿåòñÿ 4-öèêëîì, ñîäåðæàùèì ïî 2 âåðøèíû
èç Γ3(u) − ([x] ∪ [y3]) , Γ3(u) ∩ [x] è Γ3(u) ∩ [y3] . Çíà÷èò, z1, z2 ∈ [y4] . Ïðîòèâîðå-
÷èå ñ òåì, ÷òî [y1] ∩ [y2] ñîäåðæèò x , âåðøèíó èç {w1, w2, w3} è âåðøèíû z3, z4 .
Óòâåðæäåíèå (2) äîêàçàíî.
Ïóñòü b2(u, x) = 4 . Ïîëîæèì [u]∩ [x] = {w1, w2, w3} , [x]∩Γ2(u) = {e1, . . . , e4} è
[x]∩Γ3(u) = {y1, . . . , y4} . Èç óòâåðæäåíèé (1) è (2) ñëåäóåò, ÷òî e1 ñìåæíà ñ w1, w2 ,
e2 ñìåæíà ñ w2, w3 , e3 ñìåæíà ñ w1 è e4 ñìåæíà ñ w3 . Äàëåå, y1, y2 ∈ [e1]− [e2] ,
y3, y4 ∈ [e2]− [e1] , y1, y2 ∈ [e4] , y3, y4 ∈ [e3] , âåðøèíû e3, e4 íå ñìåæíû, y1 ∈ [e3] ,
y3 ∈ [e4] è y1, y2, y4, y3 ÿâëÿåòñÿ 3-ïóòåì. Òåïåðü [u]∩Γ2(x) ñîäåðæèò ïî 2 âåðøèíû
èç [e3]− [x] , [e4]− [x] . Òîãäà |[u]∩Γ2(x)| ≥ 7 . Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì , ÷òî ÷èñëî ðåáåð
ìåæäó [u] ∩ Γ2(x) è [x] ∩ Γ2(u) ðàâíî 3|[u] ∩ Γ2(x)| − 6 = 3|[x] ∩ Γ2(u)| − 6 .
Ëåììà 8. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû y ∈ Γ3(u) èìååì c3(u, y) ≥ 7 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 3(u, y) = 6 . Ïîëîæèì [u] ∩ Γ2(y) = {w1, . . . , w6} ,
[y] ∩ Γ2(u) = {x1, . . . , x6} , [y] ∩ Γ3(u) = {z1, . . . , z5} è [u] ∩ Γ3(y) = {e1, . . . , e5} .
Òîãäà ëþáîé ïîäãðà [wi]∩[y] ÿâëÿåòñÿ êëèêîé èëè ãåîäåçè÷åñêèì 2-ïóòåì. Ïî ëåì-
ìå 7 êàæäàÿ âåðøèíà wi ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç {e1, . . . , e5} ,
ïîýòîìó ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû â ãðàå {w1, . . . , w6} íå ìåíüøå 2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäãðàû [u] ∩ [x1] , [u] ∩ [x2] ÿâëÿþòñÿ êëèêàìè. Åñëè
{w1, w2, w3} = [u]∩ [x1] = [u]∩ [x2] , òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, 2, 3} ïîäãðà [wi]∩ [y] ÿâ-
ëÿåòñÿ 2-ïóòåì è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî [w1] ñîäåðæèò ïóòü x2, x1, x3 , [w2] ñîäåðæèò
ïóòü x2, x1, x4 è ëèáî
(à) [w3] ñîäåðæèò ïóòü x2 , x1, x5 , ëèáî
(á) [w3] ñîäåðæèò ïóòü x1, x2, x5 .
Â ëþáîì ñëó÷àå äëÿ i ∈ {3, 4, 5} ïîäãðà [u] ∩ [xi] ÿâëÿåòñÿ 2-ïóòåì, ïîýòîìó
[xi] ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé âåðøèíû èç {z1, . . . , z5} . Òàê êàê â ñëó÷àå (à) èìååì
[x2] ∩ [xi] = {x1, y, wi−2} , òî x3, x4, x5 /∈ [x6] è |[x6] ∩ Γ3(u)| = 4 . Ïðîòèâîðå÷èå.
Â ñëó÷àå (á) èìååì x3, x4 /∈ [x5] è [x5] ñîäåðæèò x6 è 2 âåðøèíû èç {z1, . . . , z5} ,
ïðîòèâîðå÷èå.
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Èòàê, ââèäó ëåììû 4 èìååì |[u] ∩ [x1] ∩ [x2]| ≤ 1 . Â ñëó÷àå |[u] ∩ [x1] ∩ [x2]| = 1
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî {w1, w2, w3} = [u] ∩ [x1] , {w3, w4, w5} = [u] ∩ [x2] , [w3] ∩ [y] =
= {x1, x2, x3} è ëèáî [x3] ∩ [u] = {w2, w3, w5} , ëèáî [x3] ∩ [u] = {w3, w5, w6} .
Â ëþáîì ñëó÷àå [w6]∩[w3] ñîäåðæèò u è íå áîëåå äâóõ âåðøèí èç {w1, w2, w4, w5} ,
ïîýòîìó [w6] ñîäåðæèò ïî 2 âåðøèíû èç {w1, w2, w4, w5} è èç {e1, . . . , e5} , â ÷àñò-
íîñòè, [w6] ∩ [y] = {x4, x5, x6} ÿâëÿåòñÿ êëèêîé. Ââèäó ëåììû 4 äëÿ ëþáîãî j ∈
∈ {4, 5, 6} ïîäãðà [u]∩[xj ] ÿâëÿåòñÿ 2-ïóòåì. Åñëè w6  âåðøèíà ñòåïåíè 2 â ýòîì
ïóòè, òî µ-ïîäãðà êîíöåâûõ âåðøèí ýòîãî ïóòè ñîäåðæèò u, w3, w6, xj . Ïðîòè-
âîðå÷èå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî [x4] ñîäåðæèò ïóòü
w4, w5, w6 è [x5] ñîäåðæèò ïóòü w1, w5, w6 . Â ýòîì ñëó÷àå âåðøèíû w2, w5 ñìåæ-
íû ñ w6 è [w2] ∩ [w5] ñîäåðæèò u, w1, w3, w6 , ïîýòîìó âåðøèíû w2, w5 ñìåæíû è
ñòåïåíü w5 â ãðàå [u] íå ìåíüøå 5. Ïðîòèâîðå÷èå.
Â ñëó÷àå |[u] ∩ [x1] ∩ [x2]| = 0 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî {w1, w2, w3} = [u] ∩ [x1] ,
{w4, w5, w6} = [u] ∩ [x2] . Ïî äîêàçàííîìó [u] ∩ [xi] ÿâëÿåòñÿ 2-ïóòåì äëÿ ëþáîãî
i ∈ {3, . . . , 6} . Êàæäûé èç ýòèõ ïóòåé ñîäåðæèò ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå óêàçàííûå
3-êëèêè. Ïîýòîìó äâà èç ýòèõ ïóòåé èíöèäåíòíû îáùåé âåðøèíå èç {w1, w2, w3} ,
ñêàæåì w2 , è äâà èç ýòèõ ïóòåé èíöèäåíòíû îáùåé âåðøèíå èç {w4, w5, w6} . Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî {w2, w4} , {w2, w6} è {w3, w6} 
ðåáðà, ëåæàùèå â óêàçàííûõ 2-ïóòÿõ. Â ýòîì ñëó÷àå âåðøèíû w3, w4 íå ñìåæíû
è [w3] ∩ [w4] ñîäåðæèò u, w2, w6 , ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî [w3] ∩ [y] ñîäåðæèò
x1, x3, x4 è [w4] ∩ [y] ñîäåðæèò x2, x5, x6 . Îòñþäà ðåáðî {w2, w6} íå ïîïàäàåò íè
â îäèí èç ðàññìîòðåííûõ 2-ïóòåé. Ïðîòèâîðå÷èå.
Èòàê, íå ìåíåå ïÿòè ïîäãðàîâ [u] ∩ [xi] ÿâëÿþòñÿ 2-ïóòÿìè. Äîïóñòèì, ÷òî
{w1, w2, w3} = [u] ∩ [x1]  êëèêà. Òîãäà îñòàâøèåñÿ ïîäãðàû [u] ∩ [xi] ÿâëÿþòñÿ
2-ïóòÿìè. Òàê êàê äëÿ j ∈ {1, 2 , 3} ïîäãðà [wj ] ∩ [y] ñîäåðæèò 2 âåðøèíû èç
{x2, . . . , x5} , òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî [w1] ∩ [w2] ñîäåðæèò x2 . Åñëè âòîðîå ðåáðî
{w2, w3} ïîïàäàåò â îêðåñòíîñòü âåðøèíû x3 , òî {x1, x2, x3} íå ÿâëÿåòñÿ êëèêîé,
èíà÷å {w1, w2, w3} ∪ {x1, x2, x3}  îêòàýäð. Ïðîòèâîðå÷èå. Òåïåðü x2, x1, x3 èí-
äóöèðóåò ïóòü, èíà÷å äëÿ íåñìåæíûõ âåðøèí x1, x2 ïîäãðà [x1] ∩ [x2] ñîäåðæèò
w1, w2, x3, y , ïðîòèâîðå÷èå. Äàëåå, [x2] ∩ [x3] ñîäåðæèò w2, x1, y è âåðøèíó èç
{x4, x5, x6} , ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, {x3, . . . , x6} íå ñîäåðæèò âåðøèí, ñìåæíûõ ñ
ðåáðàìè èç {w1, w2, w3} . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x3 ∈ [w1] ,
x4 ∈ [w2] è x5, x6 ∈ [w3] . Çàìåòèì, ÷òî âåðøèíû x1, x2 ñìåæíû, èíà÷å [x1]∩ [x2] ñî-
äåðæèò w1, w2, x3, x4 . Êàæäàÿ èç âåðøèí x3, . . . , x6 ñìåæíà ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç
{w4, w5, w6} , ïîýòîìó âåðøèíû x5, x6 ñìåæíû, èíà÷å [x5] ∩ [x6] ñîäåðæèò w3, x1, y
è âåðøèíó èç {w4, w5, w6} . Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, x5, x6 ∈ [w4] , x3, x4 ∈ [w5] .
Äàëåå, òî÷íî îäíà èç âåðøèí w4, w5, w6 ñìåæíà ñ x2 . Çàìåòèì, ÷òî w6 /∈ [x5]∩[x6] ,
èíà÷å [u]∩[x5] = [u]∩[x6] ÿâëÿåòñÿ êëèêîé, ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî w5 ∈ [x5] , w6 ∈ [x6] . Åñëè w3, w5, w4 ÿâëÿåòñÿ 2-ïóòåì, òî [w3] ∩ [w4] ñîäåð-
æèò u, w5, x5, x6 . Ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, âåðøèíû w3, w4 ñìåæíû è w3, w4, w5 èëè
w4, w3, w5 ÿâëÿåòñÿ 2-ïóòåì. Âî âòîðîì ñëó÷àå [w4]∩[w5] = {u, w3, x5} è w4 ∈ [x2] .
Òàê êàê [u]∩ [x2]  ïóòü, òî [w4] ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ âåðøèíó wi èç {w1, w2}
è [w4] ∩ [w3−i] ñîäåðæèò u,w3, wi, x2 . Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, w3, w4, w5 ÿâëÿåòñÿ
2-ïóòåì è [w3] ∩ [w5] = {u, w4, x5} , ïîýòîìó w1, w2 /∈ [w5] .
Òåïåðü x2 ∈ [w6] , èíà÷å x3, x4 ∈ [w6] , ïîäãðàû [u] ∩ [x3] = {w1, w6, w5} è
[u] ∩ [x4] = {w2, w6, w5} ÿâëÿþòñÿ 2-ïóòÿìè. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî [w1] ∩ [w2]
ñîäåðæèò u, w3, w6, x1, x2 . Îòñþäà [w6] ñîäåðæèò ïî îäíîé âåðøèíå èç {w1, w2} è
{w3, w4} . Åñëè w6 ∈ [x3] , òî [u]∩[x3] = {w1, w6, w5}  ïóòü, [w2]∩[w6] = {u,w1, x2}
è w3 /∈ [w6] . Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî [w3] ∩ [w6] ñîäåðæèò u, w1, w4, x6 . Åñëè
w6 ∈ [x4] , òî [u] ∩ [x4] = {w2, w6, w5}  ïóòü, [w1] ∩ [w6] = {u, w2, x2} è w3 /∈ [w6] .
Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî [w3] ∩ [w6] ñîäåðæèò u, w2, w4, x6 .
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Òàêèì îáðàçîì, âñå ïîäãðàû [u] ∩ [xi] è [wj ] ∩ [y] ÿâëÿþòñÿ 2-ïóòÿìè. Òåïåðü
ñòåïåíè âåðøèí ãðàà {x1, . . . , x6} ðàâíû 3 èëè 4. Íî åñëè ñòåïåíü x1 â ãðàå
{x1, . . . , x6} ðàâíà 4, òî äëÿ xi /∈ {x1} ∪ [x1] ïîäãðà [x1] ∩ [xi] ñîäåðæèò y è
3 âåðøèíû èç {x1, . . . , x6} , ïðîòèâîðå÷èå. Òàê êàê ðåãóëÿðíûé ãðà ñòåïåíè 3
íà 6 âåðøèíàõ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äâóäîëüíûì ãðàîì K3,3 èëè 3-ïðèçìîé,
òî {x1, . . . , x6} ÿâëÿåòñÿ 3-ïðèçìîé. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïîäãðàû
{x1, x2, x3} è {x4, x5, x6} ÿâëÿþòñÿ êëèêàìè è âåðøèíà xi ñìåæíà ñ xi+3 . Òîãäà
[x2] ∩ [x4] = {y, x1, x5} , [x2] ∩ [x6] = {y, x3, x5} , ïîýòîìó [x4] ∩ [x6] ñîäåðæèò y, x5
è 3 âåðøèíû èç {w1, . . . , w6} , ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.
×åðåç Si îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåðøèí èç Γ2(u) , ñìåæíûõ òî÷íî ñ i âåðøèíàìè
èç Γ3(u) .
Ëåììà 9. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
(1) |S3| ≥ 12 ;
(2) åñëè y ∈ S3 è [u] ∩ [y] = {w1, w2, w3} , òî [y] ∩ Γ2(u) ñîäåðæèò âåðøèíó
y′ , ñìåæíóþ ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç {w1, w2, w3} è ïîäãðà [u] ∩ [y
′] ÿâëÿåòñÿ
2-ïóòåì;
(3) åñëè y ∈ S3 , òî Γ2(u) íå ñîäåðæèò òàêèõ âåðøèí y
′′
, ÷òî [u] ∩ [y] =
= [u] ∩ [y′′] .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 8 ÷èñëî ðåáåð ìåæäó Γ2(u) è Γ3(u) íå ìåíüøå
56, ïîýòîìó |S3| ≥ 12 . Óòâåðæäåíèå (1) äîêàçàíî.
Ïóñòü y ∈ S3 è [u]∩ [y] = {w1, w2, w3} . Òîãäà [y] ñîäåðæèò 3 âåðøèíû z1, z2, z3
èç Γ3(u) è 5 âåðøèí èç Γ2(u) . Äàëåå, âåðøèíà wi ñìåæíà ñ äâóìÿ âåðøèíàìè
èç [y] ∩ Γ2(u) , ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíà y
′
èç [y] ∩ Γ2(u) ñìåæíà ñ
w1, w2 . Åñëè [u] ∩ [y
′] ÿâëÿåòñÿ êëèêîé, òî [u] ∩ [y] = [u] ∩ [y′] è y′ ñìåæíà íå
áîëåå ÷åì ñ îäíîé âåðøèíîé èç {z1, z2, z3} . Äîïóñòèì, ÷òî z3 ∈ [y
′] . Òîãäà [zi]∩ [y]
ñîäåðæèò 3 âåðøèíû èç [w1] ∪ [w2] ∪ [w3] äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, 2} , ïîýòîìó [z1] ∩
[z2] ∩ [y] ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå 2 âåðøèíû èç [w1] ∪ [w2] ∪ [w3] . Åñëè [z1] ∩
[z2] ∩ [y] ñîäåðæèò 3 âåðøèíû y1, y2, y3 , yi ∈ [wi] , òî âåðøèíû z1, z2 ñìåæíû,
[y] ∩ [z3] = {y
′, y1, y2, y3} , ïîýòîìó {y1, y2, y3} ÿâëÿåòñÿ êîêëèêîé. Ïðîòèâîðå÷èå
ñ òåì, ÷òî |[y1] ∩ [y2]| ≥ 4 . Çíà÷èò, [z1] ∩ [z2] ∩ [y] ñîäåðæèò òî÷íî 2 âåðøèíû
y1, y2 , yi ∈ [wi] . Â ýòîì ñëó÷àå [y] ∩ [w3] ñîäåðæèò âåðøèíó y3 ∈ [z1] , è âåðøèíó
y′3 ∈ [z2] , ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî |[y] ∩ [w3]| ≥ 5 .
Èòàê, åñëè [u] ∩ [y′] ÿâëÿåòñÿ êëèêîé, òî y′ íå ñìåæíà íè ñ îäíîé âåðøèíîé èç
{z1, z2, z3} . Ïîýòîìó [zi]∩ [y] ñîäåðæèò 3 âåðøèíû èç [w1]∪ [w2]∪ [w3] äëÿ ëþáîãî
i ∈ {1, 2, 3} è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî [z1] ∩ [z2] ∩ [z3] ñîäåðæèò âåðøèíó y1 èç [w1] .
Îñòàâøèåñÿ 3 âåðøèíû èç [y] − {y′, y1} ïîïàäàþò â [w2] ∪ [w3] . Ïðîòèâîðå÷èå ñ
òåì, ÷òî îäíà èç ýòèõ âåðøèí ïðèíàäëåæèò [w2]∩ [w3] . Óòâåðæäåíèå (2) äîêàçàíî.
Ïóñòü y ∈ S3 , y
′′ ∈ Γ2(u) è [u] ∩ [y] = [u] ∩ [y
′′] . Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ïî
óòâåðæäåíèþ (2) íåêîòîðàÿ âåðøèíà y′ èç [y]∩Γ2(u) ñìåæíà ñ 2 âåðøèíàìè wi, wj
èç [u] ∩ [y] è [wi] ∩ [wj ] ñîäåðæèò u, y, y
′, y′′ è âåðøèíó èç [u] ∩ [y] .
Çàâåðøèì ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ k3 = 8 . Òàê êàê ìåæäó [u] è S3 íå ìåíåå 36
ðåáåð, òî íåêîòîðàÿ âåðøèíà w ∈ [u] ñìåæíà ñ 4 âåðøèíàìè y1, y2, y3, y4 èç S3 .
Äàëåå, ñòåïåíü w â ãðàå [u] ∩ [yi] ðàâíà 2, ïîýòîìó íåêîòîðàÿ âåðøèíà w
′
èç
[u] ∩ [w] ñìåæíà ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç {y1, y2, y3, y4} . Ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 9.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêò 12-01-00012), ïðî-
ãðàììû îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ÀÍ è ïðîãðàìì ñîâìåñòíûõ èññëåäîâà-
íèé ÓðÎ ÀÍ ñ ÑÎ ÀÍ è ñ ÍÀÍ Áåëàðóñèè.
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Summary
K.S. Emov, A.A. Makhnev. On Completely Regular Graphs with k = 11, λ = 4 .
It is well known that if Γ is a onneted edge-regular graph with b1 = 1 , then Γ is
a polygon or a omplete multipartite graph Kn×2 . A.A. Makhnev and his students have studied
ompletely regular graphs with 2 ≤ b1 ≤ 5 . In our earlier artile, the study of ompletely
regular graphs with b1 = 6 was redued to the investigation of graphs with k ∈ {10, 11, 12} .
Together with M.S. Nirova, we onsidered the ase b1 = 6 , k = 10 . This paper deals with
ompletely regular graphs with b1 = 6 and k = 11 .
Key words: graph, ompletely regular graph.
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